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La prueba de Hartmann en ciencias de la vision

Hartmann Test in Vision Science

YoBant MEjia BARBOSA™

RESUM EN

En este articulo se muestran tres aplicaciones de la prueba de Hartmann en Ciencias de la Visién,

desarrolladas en el laboratorio de disefio 6ptico del Departamento de Fisica de la Universidad Na-

cional de Colombia: lensémetro para lentes de adicién progresiva, topdgrafo corneal y aberrémetro

tipo Hartmann-Shack. Primero se describe brevemente la prueba cldsica de Hartmann para espejos

astronémicos y luego se presentan tres variaciones de la prueba de Hartmann para optometria y

oftalmologfa. En cada caso se describe el sistema 6ptico empleado y la geometria para deducir

la aberracion de frente de onda a partir de las aberraciones de rayo (patrones de Hartmann). En

los tres casos se obtienen relaciones matematicas similares, por lo que el frente de onda se puede ~ Palabras clave:
determinar en cada caso empleando el mismo método de integracién. Posteriormente, se calculan  prueba de Hartmann,
las cantidades de interés, a saber: en lensometria, los mapas de potencia refractiva cilindricay  frente de onda, potencia
esférica; en topografia, el mapa de curvatura tangencial; y en aberrometria, el mapa de elevacion  refractiva, topografia
de frente de onda y la psF. Finalmente, se hace un breve comentario sobre la implementacién de  corneal, aberrometria
la prueba de Hartmann por parte de algunas compafifas comerciales. ocular.

ABSTRACT

In this paper, we present three applications of the Hartmann test in vision science, developed at
the optical design laboratory of the Physics Department at the National University of Colombia:
lensmeter for progressive addition lenses, corneal topography, and Hartmann-Shack aberrome-
ter. First we briefly describe the classical Hartmann test for astronomical mirrors, and later three
variations of the Hartmann test for optometry and ophthalmology are done. In each case the opti-
cal system and geometry used to derive the wavefront aberration from ray aberrations (Hartmann
patterns) are described. In all three cases similar mathematical relationships are obtained, so that

Keywords: the wavefront can be determined in each case using the same method of integration. Afterwards,
Hartmann Test, wave- the quantities of interest are calculated in order to find out: in lensometry, maps of cylindrical and
front, refractive power, spherical refractive power; in topography, the map of tangential curvature; and in aberrometry,
corneal topography, the wavefront elevation map and psr. Finally, a brief comment is made on the implementation
ocular aberrometry. of the Hartmann test by some commercial companies.

*Doctor en Ciencias—()ptica, Departamento de Fisica, Universidad Nacional de Colombia, Bogotd, Colombia.
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INTRODUCCION

La prueba de Hartmann se emplea para medir el
frente de onda o la forma de una superficie 6ptica.
Esta prueba, inventada por Hartmann para medir
las aberraciones épticas del espejo primario de un
telescopio astronémico (Hartmann 1900; Hart-
mann, 1904) tiene su antecedente en la prueba de
Tscherning para medir los defectos refractivos del
ojo humano (Tscherning, 1894). En la prueba de
Tscherning se emplea una pantalla con dos agu-
jeros, mientras que en la prueba de Hartmann se
emplea una pantalla con un arreglo de agujeros.
El arreglo de agujeros puede ser cuadriculado,
radial o helicoidal (figura 1). El mds usado suele
ser el arreglo cuadriculado, ya que con este se
puede muestrear de manera regular el frente de

onda (Ghozeil, 1992).

La configuracién bdsica de la prueba de Hartmann
empleada en astronomia se muestra en la figura 2.
De la fuente luminosa diverge un frente de onda
esférico que se dirige hacia el espejo de prueba,
pero antes de alcanzar el espejo se encuentra con
la pantalla de Hartmann que deja pasar solo unos
cuantos rayos de luz (tantos como agujeros tenga la
pantalla). Los rayos que logran pasar son reflejados
en el espejo pasando nuevamente por los agujeros
de la pantalla de Hartmann. Estos llegan a la pan-
talla de observacion, que puede ser una pantalla
opaca, una pelicula fotografica o un sensor ccp de
una cdmara de video, donde se registra el patrén
de Hartmann, es decir, un diagrama de puntos.

(a) (b) ©

FIGURA 1. Pantallas para aplicar la prueba de Hartmann: (a)
arreglo rectangular, (b) arreglo radial y (c) arreglo helicoidal

En la configuracién mostrada en la figura 2 la fuen-
te luminosa estd desplazada lateralmente respecto

al centro de curvatura del espejo (en un telescopio
astronémico el espejo primario puede ser estérico,
parabdlico o hiperbdlico). Por su parte, el sensor
se coloca fuera del eje 6ptico y fuera o dentro de
foco, de modo que se puedan resolver los puntos
del patrén de Hartmann.

Pantalla de
Hartman

Fuente
luminosa

Pantalla de
observacion
(patron de
Espejo de Hartmann)
prucba

FIGURA 2. Esquema basico de la prueba de Hartmann para
medir las aberraciones en un espejo astronémico

Una vez obtenido el patr6n de Hartmann, el paso
siguiente es medir el frente de onda o la aberra-
cién de frente de onda (Mejia, 2011). Esto se hace
midiendo las posiciones de los puntos del patrén
de Hartmann generado por el espejo de prueba.
Estas posiciones se comparan con las posiciones de
los puntos del patr6n de Hartmann generado por
un espejo de referencia. En la prictica el espejo
de referencia es un espejo ideal, mientras que el
espejo de prueba es un espejo que hemos fabricado
o comprado y que esperamos sea idéntico al espejo
ideal. Qué tan parecidos son estos dos espejos, es
lo que podemos cuantificar empleando la prueba
de Hartmann. El patrén de Hartmann del espejo
ideal se puede generar de manera experimental si
se dispone fisicamente del espejo o numéricamente
mediante un programa de trazo de rayos 6pticos
donde se simula la superficie del espejo ideal y la

pantalla de Hartmann.

En la figura 3 se muestra un ejemplo donde se
compara la posicion de los puntos de un patrén de
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FIGURA 3. Posicién de los puntos de los patrones de Hartmann
de referencia (circulos) y de prueba (cruces). La distorsién local
de la superficie de prueba se mide a partir del corrimiento del
punto con respecto a su posicion en el patron de referencia
(aberracion de rayo)

Hartmann de referencia (circulos) y la posicién de
los puntos de un patrén de Hartmann de prueba
(cruces). A partir de estos patrones se puede medir
el desplazamiento que experimentan los puntos
entre el patrén de pruebay el patrén de referencia.
Este desplazamiento se denomina aberracién de
rayo y con base en esta cantidad podemos medir la
pendiente local del frente de onda (o de la super-
ficie 6ptica de prueba). Por tltimo, se interpola la
informacién de la pendiente local y se integra con
el fin de reconstruir en forma continua la forma

del frente de onda (Malacara y DeVore, 1992).

APLICACIONDELAPRUEBADEHARTMANN
EN CIENCIAS DE LA VISION

La prueba de Hartmann, con algunas variantes,
ha resultado de gran utilidad en Ciencias de la
Visién, en dreas como lensometria, topografia
corneal y aberrometria ocular. En lensometria
(medida de la potencia refractiva en lentes oftdlmi-
cas de adicién progresiva) la prueba de Hartmann
se realiza mediante una pantalla con agujeros, en
topografia corneal (medida de la forma de la cara
anterior de la cérnea) la prueba de Hartmann se
realiza mediante una pantalla con un arreglo de
iluminadores y en aberrometria ocular (medida
de las aberraciones épticas del ojo) la prueba de
Hartmann se realiza mediante un arreglo de mi-

crolentes.

En esta seccion veremos la implementacion de la
prueba de Hartmann, realizada en el laboratorio
de diseno 6ptico del Departamento de Fisica de
la Universidad Nacional de Colombia, en lenso-
metria, topografia corneal y aberrometria ocular.
Eon los tres casos las ecuaciones que relacionan la
aberracion de frente de onda con las aberraciones
de rayo son similares, por lo que hemos empleado
el mismo método de integracion para reconstruir
el frente de onda en cada caso. Este método, ba-
sado en el andlisis de Fourier, no se discute en
este articulo. Los lectores interesados en los de-
talles del método pueden ver el trabajo de Mejia

(2008).
LENSOMETRIA

La potencia refractiva (o potencia didptrica) de una
lente oftdlmica de adicién progresiva (LAP) se pue-
de medir con la prueba de Hartmann usando una
pantalla con un arreglo cuadriculado de agujeros
idénticos, tal y como se muestra en la figura 4. La
fuente luminosa puntual y la lente colimadora ge-
neran un frente de onda plano que es transformado
en un conjunto de rayos paralelos al atravesar la
pantalla opaca con los agujeros (pantalla de Hart-
mann). El didmetro seleccionado para los agujeros
es 0,3 mm y la separacién entre agujeros es de 3
mm (tanto en la direccién horizontal como en
la vertical). Los agujeros estin contenidos dentro
de una region circular de 56 mm de didmetro, lo
que da un total de 261 agujeros (Jiménez, 2011).
Cuando no se coloca la LAP que se desea evaluar,
los rayos siguen su trayectoria recta hasta la pan-
talla donde se observa el patrén de Hartmann. En
este caso, el patrén de Hartmann serd un arreglo
cuadriculado de puntos luminosos separados 3 mm
entre si. Este patrén es el patron de Hartmann de
referencia (figura 5a). Los patrones de Hartmann
que se forman en la pantalla de observacion (vidrio
esmerilado) se registran mediante una cdmara de
video con la ayuda una lente formadora de ima-
gen (figura 4). En los patrones mostrados en la
figura 5 se incluyen cuatro puntos alrededor del
punto central con el fin de facilitar el centrado
de los patrones.
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FIGURA 4. Prueba de Hartmann para evaluar la potencia refractiva de una lente progresiva

Para evaluar la potencia refractiva se coloca la LAP
entre la pantalla de Hartmann y la pantalla de
observacién, lo que cambia la trayectoria de los
rayos colimados, generando un nuevo patrén de
Hartmann. Este patrén en general es una cuadricu-
la distorsionada (figura 5b) y de menor escala que
la de referencia (figura 5a). La escala del patrén
de Hartmann generado por la LAP depende de la
distancia entre la Lap y la pantalla de observacion.

A partir de los patrones de Hartmann de prueba

y de referencia, primero se determina el frente

de onda refractado por la Lap y luego se deduce
la potencia refractiva de esta. En la figura 6 se
muestra la relacién que hay entre la aberracién
de rayo en el plano de observacion y la aberracion
de frente de onda en el plano donde se coloca la
LAP. Supongamos que en el punto P incide un
rayo proveniente de la pantalla de Hartmann.
Si no se ha colocado la LAP, el rayo seguird su
trayectoria recta hasta el punto P’ en la pantalla
de observacién y el frente de onda seguird siendo
plano (denotado por S), pero si se coloca la Lap, el
frente de onda cambia su curvatura (denotado por

S’) y en el punto Q el rayo cambia su trayectoria

(a)

P R

(b)

FIGURA 5. Patrones de Hartmann generados con un arreglo de agujeros para medir potencia refractiva de lentes progresivas.

—

a)

Patrén de referencia: frente de onda plano. (b) Patrén de prueba: lente de adicion progresiva
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FIGURA 6. Geometria para deducir la relacién entre la
aberracion de rayo y la aberracion de frente de onda en el
lensémetro de la figura 4

La distancia entre P’y Q’ es la aberracién de rayo
denotada por Y. Por otra parte, la aberracion de
frente de onda para el rayo en consideracién es
la distancia entre los puntos Py O (Mejia, 2012),
lo que se denota por W. Nétese que W es igual a
la sagita del frente de onda distorsionado, de mo-
do que en este caso W es igual al frente de onda
refractado por la Lap. La pendiente del frente de
onda en Q es

W _ anb (1)
Ay

pero d Su vez
anf— _g (2)

donde d es la distancia entre la LAP (en el vértice)
y la pantalla de observacién. Por lo tanto, la rela-
cién entre la aberracion de rayo y la aberracion
de frente de onda es

ow
V= (3)
En la figura 6 se ha considerado la situacién a lo
largo de la direccién y. Una situacién similar se
tiene para la direccién x, de modo que la aberracion
de rayo en la direccion x estd dada por

ow
x=—a¥ 4

o (4)
Entonces, de los patrones de Hartmann medimos
X'yY para cada punto, y a partir de las ecuacio-
nes (3) y (4) determinamos el frente de onda W.
El resultado final serd una funcién W(x,y).

Para las lentes oftdlmicas, los pardmetros de interés
son la potencia cilindrica y la potencia esférica, las
cuales pueden ser calculadas del frente de onda
(Alonso, 1997) a partir de las siguientes relaciones:

Potencsa cilindnca

MIRLEEATRTRNATRYR R

=

1

1

1

0
0
0
o
i
0
0
0
0
i
o
0
0
0
o
0
o
0
0

&

Polencia esfenca

(mim)
T NIRRT L TF R R Y

SO T = = — =& — = == == == B bbb

FIGURA 7. Mapas de potencia refractiva para una LAP con valores nominales 1,50-0,50x0 y una adicién de 2,5 D. (a)

cilindrica, (b) esférica
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I :\/(WWJFWW)Z*«WwWw*Ww‘Vw)’ (5)
para la potencia cilindrica, y
1
n=lw. vw,n) 6

para la potencia esférica. En las ecuaciones (5) y
(6) W= W [9x> W, ='W /dy* W,=0*W/0xdy

y WyxzazW/ayax.

Al usar la prueba de Hartmann junto con las ecua-
ciones (5) y (6) para una LAP con valores nominales
1,50-0,50%0 y una adicién de 2,5 D, se obtuvieron
experimentalmente los patrones mostrados en la
figura 5 y los mapas de potencia refractiva cilindrica
y esférica (en dioptrias) mostrados en las figuras
7a'y 7b. Se puede apreciar la coincidencia entre
los valores nominales de la LAP en las regiones de
vision lejana (1 D) y vision cercana (2,5 D) en el
mapa de potencia refractiva esférica, lo que muestra
la confiabilidad de las medidas. En el mapa de po-
tencia refractiva cilindrica es evidente el corredor
progresivo (azul) y las zonas laterales que generan
astigmatismo (rojo).

TOPOGRAFIA CORNEAL

La topografia de la cara anterior de la cérnea se
puede medir con la prueba de Hartmann usando
un arreglo de iluminadores (Mejia, 2006). En este

caso no se emplea la prueba tradicional de Hart-
mann con una pantalla con agujeros, debido a la
forma convexa de la cérnea. En lugar de ello se
puede usar una pantalla en forma de elipsoide de
revolucién que contenga un arreglo de iluminado-
res. Los iluminadores (fuentes de luz puntuales)
se colocan en posiciones adecuadas en la pantalla,
como se ilustra en la figura 8.

En el sistema que hemos empleado se dispone de
un cascarén elipsoidal (de 3 mm de espesor) con
perforaciones cuyos didmetros varian entre 0,4 mm
y 1,0 mm. En estos agujeros se colocan segmentos
de fibra 6ptica que, al ser iluminados desde la parte
exterior del elipsoide, permiten obtener puntos de
luz en la parte interior del elipsoide. En la figura 8
se ilustra en un cuadrante del elipsoide (para
facilitar la observacién) la distribucién espacial
de los iluminadores. Esta distribucién es tal que
cuando se coloca (en el extremo izquierdo) un
espejo esférico de radio 7,8 mm (radio promedio
de las cérneas en adultos) en la posicion correcta,
la imagen virtual generada por el espejo es un
patrén cuadriculado de puntos. Este es el patrén
de Hartmann de referencia. El nimero total de
iluminadores empleado es 252. La forma elipsoi-
dal de la pantalla garantiza que todos los puntos
del patrén estén enfocados; en otras palabras, la
imagen de la superficie interna del elipsoide es
un plano. La geometria del elipsoide y las posi-

Jores
[lumi” ador

N

a
Diafrag™

ani
P: mllachdﬁmm
. (clipcmdc)

FIGURA 8. Arreglo de iluminadores para aplicar la prueba de Hartmann para medir la topografia de la cérmea. La pantalla de

Hartmann es un elipsoide de revolucién
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FIGURA . Prueba de Hartmann con un arreglo de iluminadores para medir la topografia corneal

ciones de los iluminadores se discuten en detalle
en Mejia y Malacara (2001a). Cuando se coloca
una cérnea, la imagen virtual serd, en general,
una cuadricula distorsionada que da cuenta de las
variaciones topograficas de la cérnea. Este serd el
patrén de Hartmann de prueba.

En la figura 9 se ilustra el sistema 6ptico com-
pleto empleado para formar la imagen real de los
patrones de Hartmann que se localizan detrds del
vértice V de la cérnea. La lente L representa el
sistema 6ptico y la imagen real se forma sobre el
plano del sensor ccp (plano de observacion). En
la figura se muestra el rayo principal para uno de
los iluminadores. Este rayo sale del iluminador
P, incide en la cérnea en el punto Q y se refleja
pasando por el centro del diafragma de apertura
D.A. del sistema 6ptico y llega al plano de obser-

vacion. El diafragma de apertura se localiza en
el vértice posterior del elipsoide, Vs. El sistema
6ptico también incluye el punto de fijacién (no
se muestra en la figura) que permite alinear el eje
visual del ojo con el eje 6ptico del sistema. Este
punto de fijacion debe ser observado por el pa-
ciente mientras se realiza el registro de la imagen
de los patrones de Hartmann. La imagen de este
punto corresponde al punto central del patrén de

Hartmann.

En la figura 10a se muestra el patrén de Hartmann
de referencia generado por una esfera de radio
7,8 mmy en la figura 10b se muestra el patrén de
Hartmann generado por una cérnea. En la dltima
imagen es evidente que el eje pupilar no coincide
con el eje visual (Atchison, 2000) y también es
posible medir ficilmente el didmetro de la pupila.

P R
B I I O
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.
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FIGURA 10. Patrones de Hartmann generados con un arreglo de iluminadores para medir la topografia corneal. (a) Patrén de
referencia: espejo esférico de radio 7,8 mm, (b) patrén de prueba: comea
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Notese que el sistema mostrado en la figura 9 es
similar al empleado por los topdgrafos corneales
tipo Placido, donde en lugar de la pantalla de
Hartmann se tiene una pantalla cénica o cilin-
drica con un conjunto de anillos luminosos. En
ambos casos se aprovecha la naturaleza especu-
lar de la cérnea (Mejia y Malacara, 2001b). La
ventaja de emplear un arreglo de iluminadores
en lugar de los anillos de Placido estd en resolver
el problema del rayo oblicuo (Klein, 1997). Este
problema consiste basicamente en que debido a
la simetria circular de los anillos de Placido no
es posible reconstruir la trayectoria de los rayos
oblicuos y en consecuencia se introduce un error
en la reconstruccién topogréfica de la cérnea. En
corneas cuya cara anterior no difiere demasiado
de una superficie de revolucién, el problema del
rayo oblicuo no es relevante y la topografia tipo
Placido serd confiable.

Para reconstruir la forma de la cara anterior de la
cornea con la prueba de Hartmann consideremos
la figura 11. En esta figura se muestra simultdnea-
mente la trayectoria del rayo principal generado
por un iluminador cuando se refleja en la esfera
de referencia (espejo estérico cuyo radio es igual al
radio promedio de la superficie de prueba) y cuan-
do se refleja en la superficie de prueba (cérnea).
La esfera de referencia se denota por Sy la super-
ficie de prueba se denota por S’. Considerando

primero la esfera de referencia, el rayo principal

incide en el punto Q y se refleja pasando por el
centro del diafragma de apertura. Este rayo refle-
jado se proyecta hacia el plano donde se forma la
imagen virtual, de modo que la imagen virtual de
P se verd como un punto localizado en y,. Para la
superficie de prueba, el rayo principal incide en
el punto Q’ e igualmente se refleja pasando por el
centro del diafragma de apertura. Ahora la imagen
virtual de P se verd como un punto localizado en
y’- La diferencia entre las posiciones y’, y y, es la
aberracion de rayo

Y=y,-y (7)

El sistema 6ptico estd disefiado de modo que el
radio de la esfera de referencia R es mucho me-
nor que la longitud del eje mayor del elipsoide [,
de modo que la distancia [, a la que se encuentra
el plano imagen virtual del vértice V es mucho
menor que [;. Por otra parte, se supone que las
distorsiones de la superficie de prueba son peque-
flas en comparacioén con el radio de la esfera de
referencia. Con esto en mente, de acuerdo con la
figura 11, Ag es el dngulo que subtiende el arco
que une O con Q’ (QQ"), es decir c=QQ'/R.
Este dngulo es muy pequerio ya que R>>@,
por lo que también se puede obtener a partir de
la diferencia entre las pendientes de S en Q' y
de Sen Q, es decir  e=—(95'/10y—09S/0y) si
aproximamos la tangente del dngulo por el dngu-
lo en radianes. Si W =S — S’ es la diferencia de

FIGURA 11. Geometria para reconstruir la forma de la cara anterior de la c6mea
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sagitas entre la superficie de prueba y la esfera de

referencia, entonces

oW
- (®)

£=
Finalmente, ya que /, <</, entonces QQ ~v,
por lo tanto

oW

y en forma andloga para la direccion x

x=-rW (10)
Ox

Las ecuaciones (9) y (10) son similares a las ecua-
ciones (3) y (4), pero ahora W es la diferencia de
sagitas entre la superficie de prueba y la esfera de
referencia, mientras que en el caso del lenséme-
tro para lentes progresiva W es la sagita del frente
de onda.

Una vez que se han integrado las ecuaciones (9) y
(10) para encontrar W(x,y), la forma de la superfi-
cie anterior de la cornea se determina sumando la

esfera de referencia (Mejia y Galeano, 2009), asi

S'(xy) = Wixy) + S(xy) (11)

Las cantidades de interés en topografia corneal
son las curvaturas tangencial y axial. La primera
es la curvatura de la superficie a lo largo de los
meridianos. Un meridiano es la curva definida por
la interseccion de la superficie corneal y un plano
que contiene al eje ptico (eje visual). En este ca-
so, resulta conveniente realizar un cambio de las
coordenadas cartesianas (x, y) a las coordenadas
polares (1,0), con , = [x* 4+ y* yO=tn(y/x).
El dngulo 6 define el meridiano y r es la distancia
radial desde el eje dptico hasta el punto en consi-
deracién sobre la superficie corneal. Entonces, en
lugar de representar la superficie de la c6rnea por
S’(x,y), lo hacemos mediante la funciéon S’(r,0),y
un meridiano definido por el dngulo 0 estard re-
presentado por la curva S'(r,0). Nétese que S’(1,0,)
es ahora una funcién de una sola variable ya que

0, es una constante. Asf, la curvatura tangencial

en dioptrias para un meridiano dado estard dada
por (Mejia y Malacara, 2001b)

d*S' | dr*

¢ =337,5— 2L
1+(ds' 1 )

(12)

Esta curvatura también se denomina curvatura
verdadera. Sin embargo, en topografia corneal se
suele usar otra cantidad denominada curvatura
axial. La definicién de curvatura axial se muestra
en la figura 12. La linea normal del meridiano en
el punto QO forma un dngulo ¢ con el eje optico.
El centro de curvatura del meridiano en Q es Ct,
y el inverso de la distancia entre Q y Ct (QCt)
es la curvatura tangencial que se puede calcular
(en dioptrias) por la ecuacién (12). Entonces, la

curvatura real del meridiano en Q es

1
c,:337,5$ (13)
Con el ejemplo de la figura se hace énfasis en que
aun cuando el centro de curvatura Ct debe estar
sobre la linea normal, no necesariamente cae en
el eje dptico, lo cual es cierto en el caso general.
La curvatura axial se define como el inverso de
la distancia que hay entre el punto Q y el punto
que resulta de la interseccion entre el eje Gptico
y la linea normal del meridiano en Q, que deno-
tamos por Ca. Entonces, la curvatura axial del

meridiano en Q es

1
QCa

¢, =337,5 (14)

Meridiano
)

Ct

5 !

! T 6ptico
|
\‘\ Linea

N Q normal

Ca

FIGURA 12. Definicién de las curvaturas tangencial y axial para
un meridiano de la superficie

,_.
\J1
NG|
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De la figura se puede ver que QCa=r/senyp;
por lo tanto, la curvatura axial también se puede

calcular como

¢ =337,5"2 (15)
7

La curvatura de una curva en un punto nos permite
construir un circulo centrado en el centro de cur-
vatura y de radio igual al inverso de la curvatura.
Este circulo toca tangencialmente a la curva en
el punto y, por supuesto, tiene la misma curvatura
que la curva en ese punto, por lo que podemos
afirmar que la forma de la curva en las vecinda-
des del punto es igual a la forma del circulo en el
punto. Teniendo en cuenta esto, es claro que la
curvatura tangencial nos permite modelar local-
mente la superficie corneal en forma correcta. No
ocurre lo mismo con la curvatura axial, ya que el
circulo que resulta en este caso, aunque toca de
manera tangencial a la curva en el punto, no se
asemeja a esta en las vecinales del punto ya que
las curvaturas no son iguales. A pesar de esto, en
optometria se usa ampliamente la curvatura axial.
La curvatura axial y la tangencial son similares
cerca del vértice de la cérnea, pero se diferencian

de manera importante en la periferia.

En la figura 13a se muestra el mapa de curvatura
tangencial obtenido con el topdgrafo corneal tipo

Hartmann desarrollado en el laboratorio de disefio
optico de la Universidad Nacional de Colombia
(Mejia y Galeano, 2009) y en la figura 13b se
muestra el mapa de curvatura tangencial obtenido
con un topdgrafo corneal comercial tipo Placido.
Ambos mapas corresponden a la topografia de la

cara anterior de la c6rnea de un ojo izquierdo.

Cualitativamente se observa la similitud entre los
dos mapas. Para realizar una comparacién cuantita-
tiva empleamos los pardmetros: esfera S (Ks), cilin-
dro C (Cyl) y eje (¢), y la esfera media M (AveK).
Expresando estas cantidades en la notacion S — C
x @; M, tenemos para el mapa de la figura 13a los
valores 44,85 — 1,02 x 94°; 44,29, y para el mapa de
la figura 13b los valores 45,57 — 1,27 x 91°; 44,94.
Con respecto a la comparacién cuantitativa, los
resultados son muy cercanos entre si; sin embargo,
hay una diferencia importante en la forma como se
obtienen estos valores. En el topégrafo tipo Hart-
mann la esfera media, la esfera, el cilindro y el eje
se miden a partir de los coeficientes de segundo
orden de los polinomios de Zernike, que represen-
tan la superficie corneal (Mejia y Galeano, 2009);
es decir, la esfera media y el cilindro corresponden
a la esfera y a la superficie astigmatica que mejor
ajustan toda la superficie corneal, mientras que
en el topdgrafo tipo Placido (Tomey TMS-4) las
cantidades equivalentes (AveK, Ks, Kf, MinK) se

miden en ciertas posiciones en la region paraxial.

4 46,33

4591
3 N 45,46
1 A : 45,03
44,59
44,16
43.73
43,20
42,56
4243
41.99
41,56
4113
40,69
40.26

. 39,82
= 39,39
38.5%
-4 . :

y

(b)

FIGURA 13. Mapas de curvatura tangencial en dioptrias para una cérnea: (a) con el topégrafo tipo Hartmann, (b)

con el topégrafo tipo Placido
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ABERROMETRIA

Las aberraciones oculares se pueden medir con
la prueba de Hartmann usando un arreglo de mi-
crolentes idénticas. Este arreglo de microlentes se
denomina sensor de Hartmann-Shack (o Shack-
Hartmann) (Platty Shack, 2001). Las microlentes
estdn dispuestas una al lado de la otra, formando
una cuadricula, como se muestra en la figura 14.
Existe una gran variedad de estos arreglos: por
ejemplo, la compania Wavefront Sciences (AMO
WaveFront Sciences) produce microlentes para el
rango visible cuyos didmetros varian desde 0,112
mm hasta 0,280 mm y cuyas distancias focales
varian desde 5 mm hasta 30 mm (ver tabla 1). El
tamario total del arreglo es aproximadamente de

15 mmx15 mm.

FIGURA 14. Imagen de un arreglo de microlentes (fabricado
por Wavefront Science Inc.)

TABLA 1. Arreglos de microlentes para luz visible producidos
por la Compaiiia WaveFront Sciences

DIAMETRO DisTaNCIA NUMERO DE.
(Mm) FOCAL (MM) MICROLENTES
0,280 29,62 51x51
0,224 19,92 64 x 64
0,140 7,78 102x102
0,112 4,98 128 x 128

Con el sensor de Hartmann-Shack se puede medir
el frente de onda (Mejia, 2011). Cuando un frente
de onda incide sobre el arreglo de microlentes, cada
microlente enfoca la porcién del frente de onda

que pasa a través de ella en un punto (foco de la
microlente). Asi, si dicho frente es plano e incide
ortogonalmente sobre el arreglo de microlentes,
en el plano focal de las microlentes se observard
un arreglo cuadriculado de puntos, como en la
figura 15a; este es el patrén de referencia. Pero si
el frente de onda est4 distorsionado, se tendrd una
cuadricula distorsionada de puntos, como en la
figura 15b; este es el patrén de prueba.

Arreglo de
sensor CCD

microlentes
\ e \

T2
Patrén de
referencia

L o
T
Patron de

prueba

Frente de//

onda aberrado

FIGURA 15. Generacion de los patrones de Hartmann con un
arreglo de microlentes. (a) Cuando incide un frente de onda
plano, (b) cuando incide un frente de onda distorsionado

El didmetro de las microlentes se elige lo suficien-
temente pequetio de modo que las variaciones del
frente de onda dentro de la region determinada por
la microlente se puedan considerar despreciables.
Lo anterior permite suponer que la porcién del
frente de onda que llega a la microlente es un pla-
no inclinado, que serd enfocado como un punto
en el plano focal de las microlentes. Este plano
inclinado serd el plano promedio de la superficie
del frente de onda que llega a la microlente. Asi,
pasamos de un frente de onda que varia en forma
continua a uno formado por segmentos de planos

inclinados (figura 15b).

Al comparar las posiciones de los puntos en el
patrén de prueba con respecto a las posiciones de
los puntos en el patrén de referencia, se obtiene la
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aberracion de rayo en cada caso. Para encontrar la
relacion entre la aberracion de rayo y la aberracién
de frente de onda consideremos la figura 16. Los
circulos en blanco son las posiciones de los pun-
tos focales cuando el frente de onda incidente es
plano y los circulos en negro son las posiciones de
los puntos focales generados por el actual frente de
onda. Por ejemplo, la microlente superior enfoca
la porcién del frente de onda (plano inclinado)
arriba de la posiciéon que se tendria si el frente de
onda fuera un plano paralelo al plano de las mi-
crolentes. La diferencia entre estas dos posiciones
es la aberracion de rayo, que como es usual, la
denotamos por Y. Por otra parte, la aberracion de
rayo subtiende un dngulo 6 con respecto al centro
de la microlente, es decir

tan@z? (16)

donde f es la distancia focal de las microlentes.
Ahora, si denotamos por S’ el frente de onda de
prueba y por S el frente de onda de referencia, la
aberracion de frente de onda W = S’ — S serd justa-
mente el frente de onda de prueba, ya que S es un
frente de onda plano. Por lo tanto, la inclinacién
del plano promedio que representa la porcién del
frente de onda que incide en la microlente es

ow

a—y:—tang (17)

En consecuencia,
ow
y=—f22
'3y (18)

es la relacién de la aberracion de rayo con la abe-
rracién de frente de onda para el arreglo de micro-
lentes Hartmann-Shack. En forma andloga se tiene

la relacion para la direccion x
ow
X= *fg (19)

Las ecuaciones (18) y (19) son similares a las
ecuaciones (3) y (4) y a las ecuaciones (9) y (10).

Hasta aqui hemos mostrado cémo funciona el arre-
glo de microlentes para medir el frente de onda.

Frente de f
onda |

S I
D>

—
- & ——— :'v
i N |
e dp— |
Plano de
ArAreglo de observacién
microlentes

FIGURA 16. Geometria para determinar la relacién entre la
aberracion de rayo y la aberracion de frente de onda en la
prueba de Hartmann-Shack

Ahora veremos c6mo se implementa la prueba
para medir aberraciones oculares. El sistema 6ptico
empleado (aberrémetro ocular) debe realizar esen-
cialmente dos tareas, a saber: primero, generar una
fuente luminosa puntual en la retina, y segundo,
dirigir el frente de onda que emerge del ojo hacia
el arreglo de microlentes.

En la figura 17 mostramos un esquema bésico del
aberrémetro. Con el conjunto de lentes L1, [.2
y L3 formamos la imagen de la fuente luminosa
puntual (P) en la retina del ojo (P’). Esta fuente
luminosa se ubica en el punto focal anterior de la
lente L1, lo que genera un haz de luz colimado
que viaja hacia la lente L2. Dicho haz es enfocado
en el punto focal anterior de la lente 1.3, de donde
emerge de nuevo un haz colimado que, finalmente,
se enfoca en la retina. De esta forma hemos gene-
rado una fuente luminosa puntual P en la retina.
Suele darse que la fuente luminosa sea infrarroja;
no es perceptible por el observador, pero si por la
cdmara de video ccpu. Si el ojo no es emétrope, la
colimacién del haz que llega a él se puede cambiar
(desplazando la lente L.2) de modo que en cualquier
caso se genere un punto luminoso en la retina. Los
divisores de haz Bs1, Bs2 y BS3 permiten que parte
de la luz se transmita y que la otra parte de la luz
se refleje; usualmente, 50% reflejado y 50% trans-
mitido. Una vez que se ha generado una fuente
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FIGURA 17. Esquema Gptico de un sistema para medir las aberraciones oculares mediante un arreglo de microlentes Hartmann-

Shack

puntual luminosa en la retina, de ella emerge un
haz divergente que atraviesa los medios transparen-
tes del ojo. Este haz es dirigido hacia el arreglo de
microlentes mediante las lentes L4 y 5. Estas, por
una parte mantienen la colimacién del haz y, por
otra parte, forman la imagen de la pupila del ojo
en el plano de las microlentes. El frente de onda
que llega a las microlentes es transformado en un
patrén de Hartmann sobre el plano del sensor de
la cdmara ccpi. Este patrén de Hartmann contiene
la informacién de las aberraciones oculares en la

pupila del ojo.

En el esquema 6ptico de la figura 17 también se
incluye un sistema 6ptico (lentes L3 y L6) para

formar la imagen de la pupila en la cdmara ccpz
y un punto de fijacién para alinear el eje visual
con el eje optico del aberrémetro. Con la imagen
pupilar se mide el didmetro de la pupila. El punto
de fijacion es una fuente puntual de luz visible que
el paciente debe mirar fijamente mientras se realiza
la medicién. El punto de fijacién también puede
ser un optotipo impreso sobre alguna pantalla opa-
ca o generado por una pantalla de cristal liquido.

En la figura 18 se muestran los patrones de Hartmann
obtenidos con el aberrémetro experimental desa-
rrollado en el laboratorio de disefio ptico de la
Universidad Nacional de Colombia (17). El patrén
de Hartmann de prueba (higura 18b) corresponde a

(a)

(b)

FIGURA 18. Patrones de Hartmann obtenidos con un arreglo de microlentes Hartmann-Shack: (a) patrén de referencia generado por
un frente de onda plano, (b) patrén de prueba generado con un modelo fisico del ojo humano con una cérnea térica
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un modelo fisico del ojo humano, compuesto por
una lente de contacto hecha en PMMA (cérnea)
con cara externa térica y cara interna esférica,
un diafragma de apertura de 4,5 mm de didmetro
(iris), una lente acromdtica positiva de distancia
focal 20 mm y didmetro 12 mm (cristalino) y una
superficie plana reflectora (retina). Como fuente
luminosa P empleamos un ldser de He-Ne (A =
632,8 nm). El patrén de referencia (figura 18a) se
obtiene reemplazando el modelo fisico del ojo por
un espejo plano (Galeano, 2009). El nimero total
de puntos en los patrones depende del didmetro de
la pupila del ojo (y del periodo espacial de las mi-
crolentes); en nuestro caso, empleamos un arreglo
de microlentes cada una de didmetro 0,252 mm
y distancia focal 25 mm, por lo que tenemos 197
puntos en los patrones de Hartmann.

En la figura 19 se muestra la reconstruccion del
frente de onda en la pupila del modelo fisico del
ojo: en la parte superior, el mapa de elevacion del
frente de onda, y en la parte inferior, los coefi-
cientes de Zernike (Mejia, 2011). La superficie
reconstruida se ajusta empleando los polinomios
de Zermike hasta orden 7, lo que equivale a 36 poli-
nomios y, por lo tanto, 36 coeficientes de Zernike.
Del diagrama de coeficientes podemos observar
que de los 36 coeficientes sobresalen el 5 (C7 ) y
el 12 (CY), es decir, astigmatismo primario a 0° y
esférica primaria, respectivamente. Luego, con una
menor relevancia, estdn los coeficientes 3 (C;2 ),
4(CY),T(C),8(CH), 13(C,7)y24(CY), es-
to es, astigmatismo primario a 45°, defoco, coma
primaria a 90°, coma primaria a 0°, astigmatismo
secundario a 0° y esférica secundaria. Los demds
términos son despreciables, ya que su contribucién
relativa es muy pequena. En la figura superior, la
escala de la barra de colores estd en milimetros,
mientras que la escala de los ejes horizontal y
vertical estd normalizada (como es costumbre en
la representacién grafica de los polinomios de
Zernike); el didmetro real corresponde a 4,5 mm.

Los resultados obtenidos con el experimento con-
cuerdan muy bien con las caracteristicas de nuestro
modelo fisico del 0ojo humano. En el experimento,

la retina se simula con un espejo plano y no con uno

Frente de onda x10°
" — 3
2
1
0
R
-2
. : 3
1 | ———

-1 05 0 05 1

10° Coeficientes de Zernike
X

(mm)

0 4 8 12 16 20 24 28 32

FIGURA 19. Reconstruccion del frente de onda de un modelo
fisico del ojo humano. En la parte superior se muestra el mapa
de elevacion del frente de onda. La escala de los ejes del mapa
estd normalizada (el radio real es 2,25 mm) y la escala de la
barra de colores estd en mm. En la parte inferior se muestran
los coeficientes de Zernike hasta orden 7 que dan origen a la
superficie mostrada en la parte superior

curvo, como corresponderia. Sin embargo, el error
que se introduce por este hecho no es relevante, ya
que la zona en la que se enfoca el haz (para generar
P’) es el orden de las decenas de micrémetro. Mds
importante resulta el hecho de utilizar una superfi-
cie reflectora, pues la retina se comporta mds bien
como una superficie difusa debido a su estructura
discreta de conos y bastones. Asi que en nuestro
experimento tenemos un aberrémetro de doble
paso. Hoy en dia, en el laboratorio de disefio 6ptico
de la Universidad Nacional de Colombia se sigue
trabajando con otros modelos de ojo que simulen
la retina con superficies difusas y en el disefio de
un aberrémetro que incluya éptica adaptativa para
la medida y correccién de aberraciones oculares

en tiempo real.

Fn aberrometria ocular una cantidad de interés es

la ps¥ (del inglés point spread function), esto es, la
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imagen que un sistema 6ptico hace de un objeto
puntual luminoso. Lo anterior es particularmen-
te util, tomando en consideracién que un objeto
extendido se puede modelar como una coleccién
de puntos luminosos, de manera que si sabemos
cémo es la imagen que un sistema 6ptico hace de
un objeto puntual, podemos simular o deducir
aproximadamente cémo se verd la imagen de un
objeto cualquiera. La psF se puede medir de mane-
ra experimental o se puede determinar a partir del
frente de onda. En oftalmologia se suele simular
la imagen que el ojo veria de la letra E.

En la figura 20a se muestran los coeficientes de
Zernike del ojo de un paciente (didmetro pupilar
6 mm) obtenidos en el laboratorio del doctor Da-
vid A. Atchison de la Escuela de Optometria de la
Universidad Tecnolégica de Queensland, Australia.
Con base en estos datos podemos calcular la ps¥
(figura 20b) y, a partir de esta, simular c6mo verd
el paciente la letra F en la linea 20/20 (figura 20c).
Esta simulacion se hace para una iluminacién
con longitud de onda A = 540 nm y un didmetro
pupilar de 6 mm. Si el ojo del paciente estuviera
limitado por difraccién, es decir, libre de aberra-
ciones 6pticas, la PSF serfa una mancha circular de
4,6 pm de didmetro. El efecto de las aberraciones
es una distorsiéon y aumento del tamafio de la PsF
(pérdida de la agudeza visual). En la figura 20b,
la extension de la mancha es aproximadamente
50pm, es decir, unas 11 veces mayor que la ideal.
Las aberraciones que sobresalen en el histograma
de los coeficientes de Zernike son el astigmatismo

primario, el trifoil y la coma primaria.

LA PRUEBA DE HARTMANN EN
EQUIPOS COMERCIALES

El desarrollo de equipos comerciales con base en
la prueba de Hartmann se ha venido consolidando
en los tltimos afios. Los lensémetros automaticos
producidos por comparifas como Visionix (http://
www.visionix.com), Nidek (http:/Awww.nidek-intl.
com) y Topcon (http://www.topconmedical.com)
usan métodos de medida basados en esta prueba

Coeficientes de Zernike

(c)

FIGURA 20. Aberrometria de un ojo con didgmetro pupilar de 6
mm: (a) coeficientes de Zernike hasta orden 7, (b) PSF calculada
del frente de onda ajustado con los coeficientes de Zemike, (c)
simulacién de la imagen de un optotipo en la linea 20/20 con la
PSF mostrada en (b)

o en sus variantes. Por su parte, la compaiifa Rot-
lex (http://www.rotlex.com) emplea un método
llamado deflectometria de moire. La deflectome-
tria, en lugar de un conjunto de puntos, usa una
malla cuadriculada de lineas. Las intersecciones
de las lineas se comportan de manera similar a la
prueba de Hartmann. En topografia corneal, la
compafifa AMO - Wavel'rontSciences present6 en
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el afio 2008 un prototipo comercial llamado no-
vel spot-based (or Hartmann) topographer (http://
voi.opt.uh.edu/51_Neal_ Spot-base topographer.
pdf) y, recientemente, la compafifa i-optics ha
desarrollado un nuevo topdgratfo llamado Cassini-
color led topography que usa un arreglo de leds de
diferente color (http://www.i-optics.com). Ambas
compaiifas anuncian como ventajas la eliminacién
del problema del rayo oblicuo, ser insensibles a los
problemas de alineacién del ojo con respecto al
eje 6ptico del topégrafo y la potencial capacidad
de detectar en forma temprana el queratocono y
otras irregularidades de la cérnea. En aberrometria
ocular, donde quizds es mds conocida la prueba
de Hartmann (o Hartmann-Shack), se encuentra
un buen nimero de compaiifas. Una de estas,
Wavefront Sciences, lleva cerca de 10 afios pro-
duciendo equipos para medir el frente de onda
con el sensor de Hartmann-Shack; en particular,
para oftalmologia produce el aberrémetro coas
(Complete Ophthalmic Analysis System) (http://

wavefrontsciences.com).

La implementacién de la prueba de Hartmann en
Ciencias de la Visién también ha sido explorada
desde hace 10 afios por el autor de este articulo y
también inventor del topdgrafo corneal tipo Hart-
mann (Mejfa y Malacara, 2001a, Mejia y Galea-
no, 2009). Aunque no se ha llegado a generar un
prototipo comercial, los resultados obtenidos en
cada caso muestran que en Colombia se podria
desarrollar instrumentacién 6ptica de alta tecno-

logia en Ciencias de la Visién.

CONCLUSIONES

La prueba de Hartmann en Ciencias de la Visién
tiene diversas aplicaciones, entre las que se desta-
can la lensometria y la aberrometria. También se
puede usar en topografia corneal. En cualquier
caso, esta prueba genera un patrén de puntos
luminosos (patrén de Hartmann) que contiene la

informacién acerca de las distorsiones del frente

de onda del elemento 6ptico bajo andlisis. En
lensometria, el elemento por analizar es una lente
oftdlmica, que puede ser convencional o progresi-
va. La prueba de Hartmann se puede implementar
mediante una pantalla plana opaca con un arreglo
de agujeros. En este caso el patrén de Hartmann
contiene la informacién del frente de onda re-
fractado por la lente oftdlmica y el resultado final
se puede presentar mediante mapas de potencia
refractiva cilindrica y estérica. En aberrometria,
el elemento objeto de analizar es el ojo humano.
La prueba de Hartmann se implementa a través
de un arreglo de microlentes (denominado sensor
de Hartmann-Shack). En este caso el patrén de
Hartmann contiene la informacién de las aberra-
ciones oculares localizadas en la pupila del ojo. En
topografia corneal, la prueba en mencién ofrece
un método alternativo para medir la cara anterior
de la cérnea, con algunas ventajas con respecto
al topégrafo de anillos de Placido. La prueba de
Hartmann se implementa por medio de un arreglo
de iluminadores que pueden localizarse en una
pantalla elipsoidal, pero también es posible otras
geometrias para la pantalla, como la cilindrica usa-
da en algunos topégrafos tipo Placido. En este caso
el patrén de Hartmann contiene la informacién

de las distorsiones de la cara anterior de la cérnea.

En lensometria y aberrometria la prueba de Hart-
mann es de tipo refractivo; por lo tanto, el resul-
tado depende de la longitud de onda empleada
en el sistema 6ptico de medida. Por ejemplo, en
aberrometria los resultados son vélidos para un
solo color; sin embargo, nosotros observamos un
amplio rango de colores en forma simultdnea y,
en consecuencia, los resultados obtenidos en abe-
rrometria ocular deben interpretarse teniendo en
cuenta que solo se estin midiendo las aberracio-
nes monocromaticas. Por su parte, en topografia
corneal la prueba en mencién es de tipo reflectivo
y, por consiguiente, el resultado es independiente
de la longitud de onda empleada en el sistema

6ptico de medida.
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